PROBLEMES DE PROBABILITAT*

Jordi Dou Mas de Xexas

Problema 1. (Nim 527. Proposat al CM, Vol 6 Niim 3 Marg 80. Resolt al Vol 7 Nim 3
Marg 81.)

Sou a la cantonada d’una gran ciutat formada per illes quadrades totes iguals, i voleu
passejar. Tireu una moneda enlaire: si surt cara, gireu cap a la dreta, si surt creu, gireu
cap a l'esquerra; repetiu aquest procediment a cada cantonada. Quina és la probabilitat
que torneu a ser al punt de partida després de caminar n trams?

Solucié literal de Jordi Dou. Els trams de lloc senar sén tots parallels i han de ser-ne la
meitat de cada sentit. Analogament, els de lioc parell. Per tant n ha de ser miiltiple de 4.
Tot aixd per tal de poder tornar al punt d’origen. Esta clar que si n = 4k, el nombre de
camins diferents per a tornar al lloc d’origen sera

2k)2
k
i el nombre total de camins possibles és 22% - 22¥ = 2". La probabilitat P(n) sera nulla
per a n # 4k i, per a n = 4k, sera
()
k
P(n) = —-———.

2!‘1

Barcelona, maig de 1980

La Societat Catalana de Matematiques té la intenci6 de publicar una seleccié de problemes pro-
Posats o resolts per Jordi Dou a diverses revistes del mén. La colleccié de problemes de Jordi
Dou és de tal magnitud, que la tasca s’haura de fer de mica en mica. En aquesta edicié del llibre
comencem a presentar problemes de probabilitat que Jordi Dou va trametre a CRUX MATHE-
MATICORUM, amb alguns comentaris de I'autor o de I'editor de la revista.
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Problema 2. (Nim 807. Proposat al CM, Vol 9 Niim 1 Marg 83. Resolt al Vol 10 Niim 4
Abril 84.) '
Traiem a ’atzar tres boles d’'una urna que conté b boles blanques i 7 boles vermelles. La
probabilitat que les tres boles siguin blanques és p. Si l'urna hagués contingut una bola
blanca més, la probabilitat de treure’n tres de blanques hagués estat 4p/3. Trobeu tots
els possibles valors de b i .

Solucié6 literal de Jordi Dou. Tenim

b(b—1)(b— 2) 4 (b+1)b(b— 1)

P=0+nb+r-D0b+r-2)" 3 G+r+D)o+n0b+r—1)

Posem b—2=2z, b+r—2=y i tindrem

3 _ z(y+3) MosonoiiZeuts 108
4 ylz+2) o hé Sy = %

Els possibles valors de = sén 0, 3, 5, 6, 7, 8. Els parells (b,7) possibles sén (5,3), (7,10),
(8,18), (9,35) i (10,88).

Problema 3. (Nim 499. Proposat per Jordi Dou al CM Vol 5 Nim 10 Desembre 79.
Resolt al Vol 6 Niim 10 Desembre 80.)

Un cert poliedre té totes les arestes de longitud unitat. Una formiga es mou al llarg de les
arestes de manera que quan arriba a un vértex eligeix sortir-ne, amb igual probabilitat,
per una aresta diferent de la d’arribada. El valor mitja del cami seguit des un vertex fins
ell mateix és de 6 per uns vertexs i de 7.5 per als altres. Trobeu el volum del poliedre.

Soluci6 literal de Jordi Dou. Siguin V;, (1 < 1 < n) els vértexs, a; el nombre d’arestes de
cada Vi, 3 a; = 2a, V; el vertex de sortida, E? el valor mitja de V; a V,, E* el valor
mitja de V, arribant del vértex contigu V; fins a V;. E¥ = 0. Tindrem a,E? = a;+Y_ B
(per a tot 4 tal que V; sigui contigu a V;).

1
El=1+

£ ar_l

> E7 peratot i tal que V; és contigua V;., i # h.

Sumant totes les 2a — as + 1 igualtats tenim a,E} = 2a ja que qualsevol EP, (h,r # 5)
figura al segon membre de les ap — 1 igualtats

1

Ej=1+——=> E} jtalqueV; é contigude Vi, j#r.

G

288



O sigui que, per a tot vértex Vi és !
a

Ey v
Aquest resultat ens diu que només hi ha dos valors diferents entre els a;, essent el seu
quocient 6/7.5. Aquest valors només poden ser 4 i 5. Tindrem 22 = 47.5 =56 = 30 d’on
a =15. Els nombres ng i ns de vertexs de 4 i 5 arestes, respectivament, han de complir
dny+5ns = 30 d’on surt ng =5 i ns = 2. Com que el nombre de cares és 10 = 17+2—7,
seran totes traingles (equilaters) i el poliedre estara format per dues piramides pentagonals
unides per les bases.

El volum es calculara: costat pentagon= 1, radi R = 1/10v/50 + 10v/5, apotema a =

V25 4 10+/5, altura piramide k = 1/101/50 — 10v/5,

1
VOLUM: V=2 %h ga L gha = Ti«,/30 + 10v/5 ~ 0.603.

V pr— —
T A=AB=
OA=R=0.85065 e 3
g T A parcelofa enero 1980 —
, OM=a=oessis /‘/ﬁ 1% ) ARG

OV=h=0.52573 DO RDI @@ U I

Nota de I’editor de CRUX MATHEMATICORUM: “Clearly, the point of this problem was
simply to identify the polyhedron in question, and asking point-blank for its volume was
nothing but a piece of bravura on the part of the Spanish proposer. Olé!”

Problema 4. (Niim 833. Proposat al CM Vol 9 Niim 4 Abril 83. Resolt al Vol 10 Niim
7 Agost-Setembre 80.)

a) Quin és I'enter més gran, format per una permutacié dels nou digits no nuls, que és
divisible per 99?7

b) Quin és el més petit d’aquest nombres divisible per 997

¢) Siels 9 digits no nuls es posen a l'atzar, quina és la probabilitat que el nimero que
resulti sigui divisible per 997

d) Responeu les qiiestions a), b) i c) si es consideren nimeros formats per tots els deu

digits, excloent els que comencen en 0.

289



Solucié literal de Jordi Dou. Per tal que la permutacié sigui divisible per 11 ( i per 99),
la suma dels 4 digits que ocupen lloc parell ha de ser 17 (A) o 28 (B). Els nou (A) casos
possibles sén 1259, 1268, 1349, 1358, 1367, 1457, 2348, 2357 i 2456. Els dos casos (B)
possibles sén 4789 i 5689.

a) El més gran sera 987652413.

b) El més petit sera 123475869.

El nombre total de 99 sera (9 + 2)4!5! = 31680.

c¢) La probabilitat buscada sera

31680 11 1 ( 1 )

it e L T i

Si hi intervenen els deu digits, els 5 digits senars seran els ja expressats, agregant-hi el 0
i els seus complementaris. Per al calcul del nombre de multiples de 99, s’haura de restar
els nombres que tenen un 0 inicial, que sén 31680. O sigui que el nombre total de 99 serd
2-11-5!5! — 31680 = 285120(= 9 - 31680).
a/d) El maxim sera 9876524130.
b/d) El minim sera 1024375869.
c¢/d) La probabilitat sera
285120 _ 9-31680

(10! — 9!) 9-9!

Barcelona, juny de 1983,

= la mateixa que a c)

La revista CM no publica la solucié de Jordi Dou, sequrament per massa succintae, ja queé
la publicada és molt proliza. Jordi Dou, pero, hi afegeiz una nota en castelld, que la revista
reprodueir integrament en anglés

Nota de I'editor de CRUX MATHEMATICORUM: “Comment by Jordi Dou, Barcelona,
Spain. Parts (a), (b), and (c) of this problem were proposed in Madrid in 1933 at an
examination for professors in which I took part. We were also asked to find the sum, I,
of all the numbers concerned (permutations of nine nonzero digits which are divisible by
99). If $(A) denotes the sum of all those odd-position digits sum to 28, then

T(4) =9-4!5! (101010101% - 10101010%) = 15 774 545 441 952;
and if £(B) denotes the sum of all whose odd-position digits sum to 17, then

T(B) =2-4!5! (101010101% + 1010101024—8) = 2385454 541 184.
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Thus
X =X(A)+ X(B) =18159999 983 136.

It was a pleasure for me to rework this problem on its fiftieth anniversary, but armed, this

time, with a calculator and in the tranquillity or retirement.”

El problema segiient va ser proposat per Jordi Dou en homenatge a l'editor de CRUX, Léo

Sauvé. Va ser publicada la proposta i la solucié del proponent excepcionalment en castella.

Problema 5. (Niim 600. Proposat al CM Vol 7 Niim 1 Gener 81. Resolt al Vol 8 Nim 2
Febrer 82.) (Popuesta para CRUX dedicada al Prof. Léo Sauvé.)

En una urna hay 4 bolas sefaladas con las letras C, R, U, X. Se extraen sucesivamente
n bolas con devolucién. Sea P, la probabilidad de que aparezca CRUX en 4 extracciones
sucesivas.

a) Calcular el valor minimo de n para que P, > 0.99.

b) Hallar una férmula explicita de P, en funcién de n.

Soluci6 literal de Jordi Dou publicada al CM. Entre las 4" variaciones de orden n de
los 4 elementos de {C,R,U,X}, sea A,, el niimero de las que no contienen CRUX. A; = 4,
Ay =16, A =64, Ay = 255, As = 1016, ... y en general A, = 44,1 — An_4, ya que
entre las A,,_; variaciones de orden n — 1 hay A,_4 que terminan en CRU y por tanto

An = 4(An—1 i An-»4) i 3An—4-
a) Llamando a, = A,/An_1, se tiene
4=gy=a3>a4>0a5>:">0p >0

siendo a # 0 el valor que satisface a” = 4a™ ! —a"~*. (a ~ 3.984188231.)
Sea P, =1— P,. Se tendrd P, = A, 4~". Sea p, = P,/Pn—1; tenemos

l=py=p3>ps>-->pp>p=ajd~ 09727478027,

Pro = A104710 = 0.9727478027,

A 4063872

- . — 0.996047058.
=74, = 41020000
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Tendremos P19p™° < Py, < P, pi;*°. Poniendo P, = 0.01.,

n=10 s log0.01 — log Pio
log p

~ 1155.7.

Vemos que
P65 > 0.9727470.99604715° ~ 0.0100277,

¥ que
P66 < 0.9727480.996048"15¢ ~ 0.0099997,

por tanto Pjie5 < 0.99 < Pij6. Luego n = 1166.
b) Sea

S (n % 3) ey (u " e) Kl o<.§ “(_1),; (n ; 3£) g

Para n=1,2,3,4,5 se tiene ¢(n) = A,. Si suponemos A; = (i) para i < n se tiene
An =44, - An_s = 4p(n—-1) — p(n - 4),

y siendo

BV P L o e (it i Lot ooV Lo

=1 1

tendremos 4¢(n — 1) — p(n —4) = p(n) = A,. Po=1-P, = (4" — A,) 4% luego

D —1)i+1 (“ o 3‘) 44
4 152/4( : :

En una sucesién A;: Ai, Az, A3, A4, A; = 4A;_1 — A;_4,tal que ap > ag > a4 2 @
(que es el caso del problema), claro que las a; son decrecientes.
El resultado n = 1166 de a) puede obtenerse ficilmente de la expresién de P, hallada
en b). Para el cdlculo de Pyi6¢ con error menor que 10~® basta calcular los 20 primeros
términos. Claro que el método utilizado en la solucién, basado en la rdpida convergencia
de a, 0 p, es mas simple.

Editor’s comment.

The linguistic policy of this journal is to publish in French and English only. This time,
exceptionally, we decided to honour our distinguished proposer, who recently retired from
the Escola Tecnica Superior Arquitectura de Barcelona after a lifetime of service to math-
ematics and architecture, by publishing his solution in the original Castilian.

292





